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§ 1. Charakterisierung des Elektronenmodells. Problemstellung

Die Diracsche Theorie des Elektrons und Positrons?), welche
das Spinphéinomen als Ausfluf des Relativititspostulats erscheinen
laft, entspricht den Anforderungen der heutigen Atomphysik in so
vollkommener Weise, daB es iiberfliissiz erscheinen kénnte, nach

einem Modell des Elektrons zu fragen. In der Tat beschreibt diese

Theorie nicht nur alle Einzelheiten der Feinstrukturen der optischen
und Rontgenspektren mit bewunderungswiirdiger Genauigkeit, sondern
sie gibt auch Rechenschaft iiber die Vorginge der Umwandlung
energiereicher Lichtquanten in Elektron—Positron-Paare (An-
derson), sowie iiber den umgekehrten (noch hypothetischen) Vorgang
der Vernichtung derartiger Paare unter gleichzeitiger Aussendung
energiereicher y-Quanten. Trotz dieser Erfolge einer in sich ge-
schlossenen Theorie scheint die Forderung eines den Bediirfnissen
der Anschauungen entsprechenden Modells des Elektrons und Po-
sitrons nicht unberechtigt. s mag in diesem Zusammenhang daran
erinnert werden, daB ein derartiges Modell nicht nur allgemein durch
das Korrespondenzprinzip nahegelegt wird, sondern daff fiir -die Ent-
wicklung der Diracschen Theorie gerade die Aufstellung eines vor-
gingigen Modells in Gestalt der Uhlenbeck-Goudsmitschen
Hypothese des Kreiselelekirons von grofter heuristischer Bedeutung
gewesen Ist.

Gemaf der Uhlenbeck-Goudsmitschen Hypothese?) hat man
dem Elektron bekanntlich ein Impulsmoment von der GrioBe !/, #
(Spin) und ein entgegengesetzt gerichtetes magnetisches Moment von
der GrofBe eines ganzen Bohrschen Magnetons (e #/ 2m ¢) zuzuschreiben.

1) P. A M. Dirae, Proc. Roy. Soc. A. 117. S.610. 1928; 118. S. 351. 1928.
2) G. E. Uhlenbeck u. S. Goudsmit, Naturwiss, 13. 8. 953. 1925.
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Diese Hypothese wird durch die Erfahrung unmittelbar bestitigt
(anomale Zeemaneffekte, magneto-mechanische Effekte).

Im Gegensatz hierzu hat bei den Diskussionen iiber die Er-
fahrungen an KElektronen die Frage nach der Grife des Elektrons
eine verhiltnismafig geringfiigige Rolle gespielt — offensiehtlich
deswegen, weil die Erscheinungen keine unmittelbaren Schliisse auf
die GréBe eines ,Elektronenradius® zuzulassen schienen. Definiert
man den Hlektronenradius r etwa in der Weise, daB man die
Grofe mr? als den Streuquerschnitt des Elektrons gegen hinreichend
langwelliges Licht ansieht, so ist einleuchtend, daB der ,Elektronen-
radius“ dann weniger einen modellmiBigen Zug des Elektrons als
vielmehr die Unbestimmtheit charakterisiert, mit Hilfe des Lichts
den genauen Ort des Elektrons festzustellen. Der auf diese Weise
definierte Elektronenradius?) '

r=l/2 2 /8,

TV E met Y 30
ist nun von derselben GriBenordnung wie die Lineardimension einer
zentralsymmetrischen  Ladungsverteilung, deren elektrostatische

Energie der Ruhenergie des Elektrons m¢? gleichgesetzt wird. Es
ist daher allgemein {iblich geworden, die Linge

(1) o v

g i ¢?

als ,Elektronenradius® zu bezeichnen?)., Ks ist jedoch schon von
Uhklenbeck und Goudsmit (a. a. O) darauf aufmerksam gemacht
worden, daB die Vorstellung einer rotierenden Ladungsverteilung mit
dem Radius (1), welche durch ihre Rotation ein magnetisches Moment
von der Grobenordnung eines Bohrschen Magnetons erzeugt, als
Modell des Elektrons widerspruchsvoll ist, da die Aquatorgeschwin-
digkeit des Hlekirons dann die Lichtgeschwindigkeit etwa um einen
Faktor 10% iibertreffen miiBte.

Ein' Elektronenmodell mit einem Radius von der GroéBen-
ordnung (1) besitzt jedoch, worauf zuerst Born und Schrédinger
hingewiesen haben?), noch den weiteren Mangel, daB sich die magne-
tische Energie etwa um einen Faktor 10% groBer ergibt als die
elektrostatische Energie der Elektronenladung. Es scheint daher
naheliegend, anzunehmen, daf die Masse des Elektrons zu einem

1) M. Born, Naturwiss. 20. 8. 269, 1932,

2) Es soll im Rahmen dieser Untersuchung nicht darauf eingegangen
werden, welche physikalische Bedeutung der Linge r, unabhingig von einem
Modell des Elektrons zukommt. Vgl. hiersu W. Heisenberg, Ann. d. Phys.
[5] 32. S. 20. 1938.

3) M. Born u. E. Schrddinger, Nature (Lond.) 135. S. 342. 1935,
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iiberwiegenden Teil von seiner magnetischen und nur zu einem
geringen Teil von seiner elektrostatischen Energie herrithrt. Setzt
man daher die Ruhenergie me¢? des Elektrons der magnetischen
Energie groBenordnungsmiBig gleich, so wird man zu einer Neu-
dimensionierung des Elektrons gefithrt. Aber der von Born und
Schridinger unternommene Versuch, den Elektronenradius anf
diese Weise zu berechnen (r~ 18,6 r)) mub ebenfalls daran scheitern,
daB die Aquatorgeschwindigkeit des Elektrons die Lichtgeschwindig-
keit noch immer erheblich iibertrifft (etwa um das 5—10fache).

Die innern Widerspriiche bei den bisherigen Dimensionierungen
des Elektronenmodells sind von so grober Art, daB, wenn iiberhaupt
von einem Elektronenmodell mit definiertem Radius sinnvoll ge-
sprochen werden kann, diese Versuche kaum befriedigen kénnen.
Es ist daher vom Verf vor kurzem eine Dimensionierung des
Elektronenmodells vorgeschlagen worden!) welche die den hisherigen
Modellen anhaftenden Schwierigkeiten zu vermeiden versucht. Wir
wollen dieses Modell (im Gegensatz zu einem weiter unten zu be-
sprechendén) als Modell T kennzeichnen. Es mége folgendermaBen
charakterisiert werden:

Modell 1: Das Elektron (und ebenso Positron) wird als eine
rotierende, den Raum kontinuierlich erfillende Ladungsverteilung
aufgefafit. Die zugrunde gelegte Hypothese besteht darin, daB die
Aqguatorgeschwindigkeit des Elektrons gerade gleich der Licht-
geschwindigkeit ¢ ist,

Hieraus, sowie aus der Tatsache, daBl das Elektron ein Spin-
moment von der Grobe !/, besitzt, ergibt sich daun, daB der Elektron-
radius in der GroBenordnung von

3
(2) G, = e

angenommen werden muB. Das Verhiltnis der nach (1) baw. (2) be-
rechneten ,Elektronenradien® ist die Sommerfeldsche Feinstruktur-

konstante

3) s =g Sy

ke a,

Der nach (2) berechnete Elektronenradius a, ist also um den
Faktor W = 137 mal gréBer als die Lange r, und kommt damit in

die Grofenordnung der Compton-Wellenlinge 2, = 27 q,. Es zeigt
sich nunmehr, daf die Rotationsenergie des Elektrons gerade die
Groflenordnung der Eigenenergie m c? besitzt, falls man diese auf

1) H. Hénl, Naturwiss. 26. S. 408. 1938.
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mechanische, micht elekiromagnetische Weise berechnet. Denn da fiir
die Kreisfrequenz der Rotation gréBenordnungsmibBig gilt:

iy ~C o m c?
(4) @ a %

und das Impulsmoment J andererseits gleich !/, % ist, so wird die
Energie der Rotation
(5) E ~w,J ~mc?.

Die elektrostatische Energie E ist bei der Dimensionierung (2) des
Modells um einen Faktor von der GrioBenordnung « kleiner als m e?
und kann daher niherungsweise vernachlissigt werden. Dasselbe
gilt aber auch fiir die magnetische Energie E _ des Systems:

(6) E ~F_ =~¢.-mcd.

€
Zunichst ergibt eine elementare geometrische Uberlegung, daB das
magnetische Moment M von der GroBenordnung eines Bohrschen
Magnetons ist: :

(1) M~ea ~ 7

2me

H

wie zu erwarten ist. Fiir die magnetische Energie folgt hieraus (durch
Integration iiber die magnetische Feldenergie £2/8m)%):
2 2 2
m‘_gﬁ‘w“\ ﬂs@M.olNHMJHm.S% = ¢ -mck.

Fir das Modell ist somit bezeichnend, daB weder die elektrische
noch die magnetische Energie hinreicht, fiir die Eigenenergie des
Elektrons aufzukommen, dal also der iiberwiegende Anteil der
Eigenenergie nicht elektromagnetischen Ursprungs ist. Das vielleicht
Befremdende dieser Auffassung wird wohl durch den Hinweis ab-
geschwiicht, daf durch die Entdeckung ungeladener triiger Teilchen
(Neutronen) die Auffassung vom elektromagnetischen Ursprung der
Tragheit jedenfalls weitgehend fraglich geworden ist.

Die im vorstehenden entwickelten griBenordnungsmiBigen Be-

ziehungen scheinen jedoch eine Verschirfung zuzulassen, welche es -

nahelegen, die Ziige des Modells I abzuiindern. Wir wollen das so
abgeénderte Modell als Modell IT dem eben besprochenen gegeniiber-
stellen und es folgendermaBen charakterisieren: _

1) In der vorliufigen Mitteilung des Verf. (a. 2. 0.) wurde die Rotations-
energie mit der magnetischen Energie irrtiimlicherweise als identisch an-
gesehen. Die Born-Schrédingersche Berechnung des Elektronenradius,
welche auf der Gleichsetzung von magnetischer und Selbstenergie beruht und
~dabei zu einem von (2) verschiedenen Ergebnis fithrt, ist in sich konsequent,
wie hier ausdriicklich bemerkt werden soll.
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Modell II: Die grundlegende Annahme soll darin hestehen,
daf — ein ,makroskopisch® ruhendes Elektron (oder Positron) voraus-
gesetzt — ein ,Massenpunkt®, ein fingiertes Zentrum im Abstand
2) G = s

2me
mit Lichtgeschwindigkeit umkreist. Seine Masse sei gleich der Ruh-
masse des Elektrons m )

Bei dieser Annahme wird namlich einerseits das Impulsmoment
genau gleich 1/, 4, wihrend andererseits die Umlaunfsfrequenz

: ¢ _ 2mc
) =TT
und daher die Energie der Rotation genau gleich m¢? wird:
(59 B oc¢ L —wl=mc.
& a

Das magnetische Mordent ergibt sich bis auf den anomalen Faktor 2
als iibereinstimmend mit dem Bohrschen Magneton:
(7 M=ca= "

2me

Das Modell I des umlaufenden Massenpunktes unterscheidet
sich von dem oben skizzierten Modell I der rotierenden Ladungs-
verteilung trotz der weitgehenden quantitativen Ubereinstimmung der
maBgebenden GroBen doch grundsatzlich. Der Unterschied kommt
vor allem darin zum Ausdruck, daB die zweite Fassung eine Riick-
kehr zum Punktelekiron bedeutet., Hs scheint dann aber nicht mehr
ohne weiteres moglich, dem Massenpunkt zugleich eine Punktladung
(oder iiberhaupt eine Ladung mit Lineardimensionen =r,) an-
zuheften, da eine solche Ladung zu einer unendlich groBen (bzw. m¢?
iibertreffenden) Selbstenergie fithren miiBte. Diese Schwierigkeit
wire jedoch nur vom Standpunkt einer rein elektrodynamischen
Auffassung der Materie sehr ernst zu nehmen, von der wir uns hier
weitgehend entfernen. Wir wollen daher von der elektrostatischen
und magnetischen Energie des Systems hier ganz absehen. Anderer-
seits muB jedoch betont werden, daB bei der Berechnung des magne-
tischen Moments des Elektrons eine Anleihe an die gewdhnliche
‘Elektrodynamik gemacht worden ist.

Wie in einer weiteren Untersuchung gezeigt werden soll?),
diirfte Modell IT in einer sehr weitgehenden, bis in feine Kinzelheiten
verfolgharen korrespondenzmiaBigen Analogie zum Verhalten des

1) Masse m bei der Lichtgeschwindigkeit ¢! Die ,eigentliche’ Ruhmasse
des Massenpunktes ist also wie beim Photon gleich Null.

2) Vgl. eine demniichst erscheinende Arbeit von A. Papapetrou und
dem Verf.



570 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 33. 1938

Diracschen Elektrons stehen. Auf die seltsam verwickelten Ver-
hiltnisse, die fiir das Diracsche Elektron schon im kraftefreien
Fall charakteristisch sind, ist zuerst von Schriodinger hingewiesen
worden; die Bewegung selbst ist von Schrodinger als eine Art
»Zitterbewegung® beschrieben worden'). HEs hat den Anschein, daB
die Kigentiimlichkeiten dieser »Litterbewegung” durch das Modell des
umlaufenden Massenpunktes weitgehend anschaulich gedeutet werden
konnen. Wir michten vor allem aus diesem Grunde — von den aus
der Quantentheorie entspringenden Einwinden gegen eine kontinuier-
liche rotierende Ladungsverteilung ganz abgesehen — dem Modell TT
gegeniiber Modell I den Vorzug geben und die aus der Klektro-
dynamik sich erhebenden Bedenken daher einstweilen zuriickstellen,

Im folgenden § 2 soll zunichst die Hypothese eingefiihrt werden,
daB die Kinematik des Elektrons nach Analogie der Bewegungs-
gesetze des symmetrischen Kreisels beschrieben werden kann 8,
Dabei muB jedoch vorliufig darauf verzichtet werden, diese Annahme
aus dynamischen Bewegungsgleichungen fiir das Elektronenmodell
niher zu begrinden. Unser Ziel ist der Nachweis, daff die genannie
Hypothese ausreicht, wm die Zerfallswahrscheinlichkeil von Elektron—
Positron-Paaren in  grofenordnungsmifiger Ubereinstimmung  mat
einer zuerst von Fermi und Uhlenbeck® aus der Diracschen
Theorie abgeleiteten, Formel korrespondenzmdfig zu berechnen & 3\
Dieser Nachweis gelingt jedoch nur bei Annahme eines Elektronen-
modells mit dem Radius (2) bzw. (2) und der fiir dieses Modell
charakteristischen Energiegleichung (5) bzw. (5. Ks diirfte daher
vielleicht gerechtfertigt sein, die Ausfiihrungen dieser Arbeit als eine
Stittze zugunsten des in diesem Paragraphen charakterisierten Elektron-
modells anzusehen.

§ 2. BEine die Kreiselbewegung
des Elektrons (und Positrons) betreffende Hypothese

Die allen folgenden Uberlegungen zugrunde liegende Hypothese
soll darin bestehen, daB das Verhalten des Elektrons (und Positrons)

1) E. Schrodinger, Berl. Ber. 1930, S. 416,

2) Natiirlich soll hiermit nicht gesagt werden, daB das Elektron als,
pstarrer Kérper”' aufgefalt werden soll. Bekanntlich 1iBt sich nach der
Relativititskinematik ein zeitlich verinderlicher Rotationszustand eines starren
Kérpers nicht in widerspruchsfreier Weise heschreiben. Es mag daher viel-
leicht als ein Vorteil des Modells II aufgefaBt werden, daB es sie von der Fiktion
eines starren Korpers als Modell des Elektrons befreit.

3) E. Fermi u. G.E. Uhlenbeeck, Phys. Rev. 44. S.510. 1933. Vgl
auch die genaueren Rechnungen von Y. Nishina, 8. Tomonaga u. H. Ta-
maki, Scient, Pap. of the Inst. of Phys. and Chem. Research (Tokyo) 24. Suppl.
8. 7. 1934,
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gegeniiber Storungen durch aufere Felder in Eumamﬁmoga Hinsicht
analog sein soll dem Verhalten eines mormm.: rotierenden sym-
metrischen Kreisels bei #uBerem Zwang. Diese .P.wmm.rEm.wo?H
voraus, daf schon das krifiefreic Elektron auber seiner woaﬂp_mm
Rotation um die ,Figurenachse® eine .m:moBm.Emam :wuoE%M
bewegung® ausfithren kann, bei welcher &m.@oﬂmsodmmogo R auﬁ
die Achse des Impulsmoments J weder mit der m;mﬁmumo_umm ’
noch unter sich zusammenfallen. Da wir jedoch iber die ,Gestalt
des Elektrons keine speziellen Awonmzmmmgmum@ﬁ machen éoﬁ@u, soll
die relative Lage der jedenfalls in einer Ebene rmmaumm.c, drei Nwowm%.n
F, J, B im ibrigen unbestimmt bleiben. m‘.cﬂoro&mum fiir lie
Kinematik der Kreiselbewegung wird jedoch die Annahme sein,

SHT, g

a b)

Abb. 1. ?Hmmv:c_um Anordnung von woﬁmzoﬁwormm (R),
Impulsachse (J), magnetischer Achse (M) c.cm. Figurenachse (F)
bei der kriiftefreien Bewegung des Kreiselelektrons. -

a) allgemeiner Fall, b) vereinfachter Spezialfall (Kugelkreisel)

daB bei der allgemeinen Poinsotbewegung Epmwm&mormm Moment M
und Impulsmoment J (Spin) nicht mehr gm”w Richtung nach zusammen-
fallen?l). Eine mbgliche Anordnung der vier bowm@ F,J, w , M _.Nm.ﬁd
Abb. 1a. Da wir jedoch unsere Uberlegung so o:ﬂmow wie Bom:.or
gestalten und jede unndtige Komplizierung qﬁBm&wu ﬂ,.o:m:,_ wird
es fiir die folgenden groBenordnungsmiBigen Pwmnwﬁma:mmn jeden-
falls ausreichend sein, wenn wir R mit J und M mit F' zusammen-
fallen lassen. (Abb. 1b) Das Zusammenfallen der Achsen J und i

1) Diese Annahme mag etwa so plausibel gemacht ﬁmﬁ.mmcu >zmmm~mﬂ
Tatsache der anomalen Zeemaneffekte (und <m§<mbmﬁmn mHmcrmE:_cm@E oma
zuniichst nur, daB der anomale Faktor 2 im Verhiltnis von S.mmnm:mnrwﬂmﬁ un

mechanischem Moment (Spin) jedenfalls fur die noHE_i.m HSSSE., des m mUSM_m
um die Figurenachse mit grofer Anniherung N.ﬁﬂm.?. .mmm;uﬁ r_u:m . Hﬂ_m
geschwindigkeit des Elektrons aber aufler der in %.m @_mcnmumn. ,.Nm rm %cm
den noch eine andere Komponente, so scheint es wenig wahrschein ich, .wm
fiir diese zweite Komponente ebenfalls der Faktor 2 E.@am.nconm mﬂb ﬂﬂ. .
In jedem anderen Falle miissen aber die Achsen des magnetischen un uﬂmo a
nischen Moments im allgemeinen m:mmwnmummnmm:mu.sca man wm_.un_ wunmwﬁmww
daB die- magnetische Achse M/ des Elektrons zwischen die Figurenachse

und die Spinachse J zu liegen kommt.
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besagt, dafl wir den Elektronenkreisel einfachheitshalber als nKugel-
kreisel“ voraussetzen. Damit kénnen wir unsere Hypothese dahin
aussprechen, daff sich die Achsen des Impulsmoments und magne-
tischen Moments des Elekirons wie Rotationsachse und Figurenachse
evnes Kugelkreisels verhalten sollen?),

Greift an einem Punkte der Figurenachse eines symmetrischen
bzw. Kugelkreisels eine konstante #uBere Kraft an, so fithrt der

Kreisel bekanntlich diejenige Bewegung aus, welche nach dem Vor-

gang von Klein und Sommerfeld als pseudorequlire Prizession
bezeichnet wird?. Sie besteht hei einem schnell rotierenden Kreisel
darin, daB die Figurenachse die Rotationsachse in raschen
Nutationsumlaufen umkreist, wihrend diese mit (im Zeitmittel) kon-
stanter, aber (nach MaBgabe des einwirkenden Kraftmoments) im
allgemeinen viel kleineren Umlaufsgeschwindigkeit um die Richtung
der Hufleren Kraft einen Prizessionskegel beschreibt?, Wihrend
die raumliche Lage und Offnung des Prizessionskegel in jedem
Augenblick durch die Richtung der einwirkenden Kraft bestimmt
ist, hingt die Offnung des im allgemeinen sehr engen Nutations-
kegels von den jeweiligen Anfangshedingungen ab und wird bei
zeitlichen Anderungen der #uBeren Krifte raschen Schwankungen
unterworfen sein. . o

Diese fiir den Kreisel eigentiimlichen Verhaltnisse sollen nun
sinngemiB auf das Kreiselelektron ibertragen werden. Als auBere
Eraft kommt dabei in erster Linie die am Orte des Elektrons
wirkende magnetische Kraft in Frage — sei es, daB diese als
duBeres Magnetfeld gegeben ist, oder sei es, daB sie erst bei der
Bewegung des Elektrons durch ein elektrisches Feld als wichein-
kraft auftritt — welche auf die Achse des magnetischen Moments
bzw. die Figurenachse ein Kraftmoment ausiibt. Sodann wird
aber die Berticksichtigung der Strahlungsdimpfung von wesentlicher
Bedeutung sein, welche den Offnungswinkel des Nutationskegels der
magnetischen bzw. Figurenachse dauernd zu verkleinern sucht,
da nach den Gesetzen der Elektrodynamik die Nutation der ma-
gnetischen Achse des Elektrons mit der Aussendung von Strahlung

1) Bei einem Kugelkreisel hat die Figurenachse lediglich’ die Bedeutung
einer im Kreiselkirper festliegenden Achse, welche um die Rotationsachse
bzw. Impulsachse ,,prizediert®.

2) F. Klein u.- A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, B. G. Teubner,
Leipzig 1897/1910. Vgl. insbesondere Kap. V.

3) Die Nutation wird auch vielfach als yPrizession 2. Ordnung® be-
zeichnet, da sie der Priizession der Figuremachse bei der Poinsotbewegung
im kriftefreien Fall entspricht. Es ist zweckmiiBig, diese Auffassung fiir die
folgenden meummm:bmo_ﬂ_ im Auge zu haben!
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verbunden ist. (egeniiber den Strahlungsverlusten infolge der
raschen Nutationsbewegung sind die Strahlungsverluste Em&mm der
langsam erfolgenden Prizession vernachlissigbar klein, da die aus-
gestrahlte Energic bekanntlich der vierten Potenz der Frequenz
proportional ist.

Nach den kinematischen Gesetzen der (nicht relativistischen)
Kreiseltheorie erfolgen die Nutationsumliufe der Emaammmormm
eines symmetrischen Kreisels mit einer Frequenz w,, welche sich
von der Frequenz @ der Eigenrotation nur (nach MaBgabe der
Tragheitsmomente) um einen Faktor von der @wammncwmcw:m 1 unter-
scheidet und fiir den Kugelkreisel sogar genau gleich 1 wird (w, = ).
Dies bedeutet, daB wir fiir das ruhende Kreiselelektron — zun#chst

jedenfalls groBenordnungsmifig — anzunehmen haben, vgl. (4):
2m et
(8) 0= B =

Nach klassischer Auffassung wiirde demnach das Elektron mo%?
wihrend Strahlung dieser Frequenz emittieren, wobei die pro Zeit-
einheit emittierte Energie durch die Amplitude der Nutation, m.._u. durch
den Offnungswinkel des Nutationskegels bestimmt Sw..m. Die kerre-
spondenzmafige Ubersetzung dieser Behauptung in die Sprache der
Quantentheorie besagt dann, dab das System Strahlungsquanten der
Energie

(89 Ry = fiw = 2me?

emittiert. Prozesse dieser Art kimnen aber nur Zerstrahlungsvorgange
von Elekiron—Positron- Pagren sein, bel welchen — ein ruhendes
Elektron-Positron-Paar vorausgesetzt — gerade die Knergie 2 mc?® in
ein Strahlungsquant verwandelt wird?).

Wir wollen daher weiterhin annehmen, daB die Frequenz der
Nutationsumliufe des HElektronenkreisels — auch im extrem rela-
tivistischen Fall — genau durch (8) wiedergegeben wird. Die

1) Handelt es sich im Gegensatz hierzu um ein Emwiowlﬁomm:ou”w@wﬁ
dessen Komponenten in bezug auf den Schwerpunkt -die Qmmnwﬁ_:&m.
keit 4+ v = & fc besitzen, so sind die scheinbaren Frequenzen der Rotation
und Nutation fiir die beiden Teilehen im Schwerpunktsystem nach dem

2me? 14+ fcoséd

Dopplerprinzip ———— - w\‘v wenn & den Winkel der Beobachtungs-
A 1—p
richtung gegen die Verbindungslinie der Teilchen miBt, Der Mittelwert aus
2 me?

diesen Frequenzen entspricht korrespondenzmiifig genau der zusitz-
' F

Y1 = p8

lichen kinetischen Energie der Teilchen im Sehwerpunktsystem.
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mmgawngm der durch die Schwankungen der magnetischen Achse
eines Klektrons oder Positrons pro Zeiteinheit ausgesandten Energie
~ liefert dann nach Division durch die Quantenenergie %wm = 2mc?
ein MaB fir die Zahl der pro Zeiteinheit stattfindenden Wieder-
vereinigungsprozesse von Klektron—Positition-Paaren.

Fermi und Uhlenbeck?) betrachten den Durchgang von lang-

samen Positronen ﬁ_m = eﬂ < HV durch ein Atom mit der Kernladung Z

und berechnen hierfiir den Wiedervereinigungsquerschnitt nach der
Diracschen Theorie. Versucht man, den Vorgang der Wieder-
vereinigung von Klektron—Positron-Paaren fiir diesen Fall korre-
spondenzm#Big zu beschreiben, so wird man die pseudoregulire
Prizession der magnetischen Achse eines Positrons auf seiner
klassischen Bahn durch das Atomfeld zu verfolgen und dabei die pro
Bahnelement emittierte ,Zerstrahlungsenergie* zu berechnen haben.
Dieser Energieanteil wird fiir die korrespondenzmiflige Abschitzung
der Wahrscheinlichkeit der Wiedervereinigung von Paaren aus-
reichend sein, ohne daB dabei die Riickwirkung des Positrons auf
die Prizessionsbewegung der an den Kern gebundenen Elektronen
explizite in Rechnung gesetzt zu werden braucht.

Bevor wir uns dieser Aufgabe zuwenden, soll hier noch die
Dampfungskonstante y fir das Abklingen der Nutation infolge der
Strahlungsdimpfung entsprechend den Annahmen dieses Paragraphen
abgeschatzt werden. Beim Durchgang eines Klektrons oder Positrons
durch ein elektromagnetisches Feld wird von diesem Energie auf die
Prizession und Nutation des Elektronen- hzw, Positronenkreisels
iibertragen. (Wir nennen diese Energieanteile I, und E,). Wihrend
sich B nur ,langsam“ 4ndert, wird E, innerhalb der Abklingungs-
zeit der Nutation 7 = - auf dem e-ten Teil abgenommen haben

¥
(sofern nicht Storungen eine neue Anfachung der Nutation bewirken).

Man sieht nun leicht, daB fiir den schnellen symmetrischen Kreisel
groBenordnungsmibig der Zusammenhang
E,

(9) Fra gt

zwischen dem Offnungswinkel & des Nutationskegels und der Nutations-
energie £ besteht?. Andererseits 1afit sich die pro Zeiteinheit
stattfindende Energieabnahme dFE [dt infolge der Strahlungsverluste

1) E. Fermi u. G. E. Uhlenbeck, a. a. O.
2) DaB die Beziehung (9) auch noch im extrem relativistischen Falle zu
Recht besteht, soll bei anderer Gelegenheit gezeigt werden. Vgl. Anm. 2) 8. 569,
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rein elektrodynamisch herechnen. Kine einfache Rechnung liefert
(magnetischer Dipol):
dE, 4wt M? 52

LU — @ = 3o

(M magnetisches Moment). Aus (9) und (10) folgt demnach wegen
(5) bzw. (5"
aE,  o')M E _ g

a— ~

di c® m et

n

oder
(11) ..

mc?

was mit Riicksicht auf (3), (7) und (8) auch in der Form geschrieben
werden kann:

A“:.Q %k&.ls.wmmw.

Aus (1179 ergibt sich unmittelbar, daB der Weg

1 & h?

auf dem die Energie E, eines mit Lichtgeschwindigkeit bewegten
Teilchens auf 1/e seines Betrags abklingt, von der GréBenordnung
der Atomdurchmesser ist (¢, = Radius der Bohrschen Grundbahn
im H-Atom). Da wir die Berechnung der Zerstrahlungsenergie
unter der Voraussetzung ausfithren werden, daB schon auf — mit
dem Atomdurchmesser verglichen — kleinen Wegstrecken Gleich-
gewicht zwischen der Aufpahme von Feldenergie (in Gestalt der
Energie E) und der Abgabe von Strahlungsenergie stattfindet,
so ist diese Voraussetzung demnach daran gekniipft, dafi die Ge-
schwindigkeit der Elektronen und Positronen klein gegen die Licht-
geschwindigkeit ist (8 <7 1). Unter der gleichen Voraussetzung sind
auch die Rechnungen von Fermi und Uhlenbeck ausgefithrt.

§ 3. Berechnung des Wiedervereinigungsquerschnitts eines Elektron-
Positron-Paares beim Durchgang eines Positrons durch ein Atom.
Vergleich mit der Formel von Fermi und Uhlenbeck

Relativ zu dem mit der Geschwindigkeit v das elektrische Feld

eines Atoms @ durchsetzenden Positron existiert — von hoheren
Gliedern in v/c abgesehen — ein Magnetfeld

1
(12) B =— ~[v6],
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das auf die magnetische Achse (Figurenachse) des DPositrons ein

Drehmoment
.

(18) D =[MH] = — $@x [vE]]

ausiibt (I = magnetisches Moment des Positrons), demzufolge das
Positron um die augenblickliche Richtung von § zu prizedieren
sucht. Ein fir einen ruhenden Beobachter vorhandenes, mit der
Geschwindigkeit v proportionales elektrisches Moment des Positrons?),
an welchem das elektrische Feld € angreift, verschwindet fiir einen
mit dem Positron mitbewegten Beobachter, auf dessen Standpunkt
wir uns daher im folgenden einfachheitshalber stellen wollen.

Da die Nutationsamplitude & von der zeitlichen Anderung von
Hund ® am Orte des Positrons abhingen wird, entwickeln wir
diese Grofen in Potenzreihen nach der Zeit {, die wir mit dem
linearen Gliede abbrechen:

(12) 9 =9+ Ot + - -

(13) D=Dy+ Dt + ... =D+ D, + ...,
wobei nach (13)

(14) D, = M9,

(15) D, = Bt = (W], + (R}, ...

Sofern wir von dem EinfluB der Strahlungsdimpfung zunichst ab-
sehen, soll die Bewegung des Positronenkreisels dann gemiB der
dynamischen Grundgleichung der Kreiscltheorie

(16) F=D=D,+D+...

erfolgen, wobei § den Vektor des Tmpulsmoments bedeutet (|5| = J).

Wir betrachten zunichst den Fall § = §, und die zugehdrige
requlire Prizession der Kreiselachse?). Es ist fiir das Folgende
von Bedeutung, den Winkel §, zwischen Figurenachse F' und Impuls-

1) Vgl. z. B. J. Frenkel, Ztschr. f. Phys. 87. S. 243. (1926).
2) Wiirde man 9% und & genaun waowcwao:ﬁ annehmen Amﬁa el wv,
me

so wiirde sich fiir ein zeitlich konstantes $-Feld nach (14) und (16} eine
reguliire Prdzession, keine Nutation ergeben. Da wir jedoeh die Voraus-
setzung der Parallelitit von IR nach & aufgeben (§2), wird die Priizession
auch in dem einfachsten Falle § = §, im allgemeinen pseudoregulir. Der
oben zunichst betrachtete Fall entspricht dem Sonderfall § = 9, der reguliiren
Priizession, ohne dall MM und ¥ der Richtung nach zusammenfallen. B
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m.owm.m J fir diesen Sonderfall zu kennen. Aus Abb, 2 liest man ab

(p<€w, w=>a):.
(17) 8y L sin i,

ar

wenn u die Prizessionsgeschwindigkeit des Kreisels um §, und &
der Winkel zwischen $, und F (bzw. J) ist. Nach (16) ist dabei

D
(18) = M_m:ﬁ”_@ :
so daB nach (17), (18) und (5"
_ 1D, D,
33 aaﬂ _EL._ = row_
wird.

Sodann nehmen wir ®, = 0 an und
denken uns von { = 0 an ein linear in ¢
anwachsendes Kraftmoment mup = @?w
wirkend. Eine kinematische Uberlegung
iiber die sukzessive Verlagerung der
Kreiselachse fithrt dann zu dem Kr-
gebnis, daB die Abweichung & der Lage
der Tmpulsachse von der Figurenachse linear in ¢ zunimmt gemif?)

Abb. 2. Reguliire Prizession
der Figuren- und Impulsachse
des Kreiselektrons

A
(20) §= =20t

Da ¢ linear in ¢ anwiichst, so wiirde die Amplitude der Nutation
der Figurenachse dauernd zunehmen, wenn nicht zugleich die

1) Man iiberlege sich, daB die Impulsachse sich aus ihrer urspriinglichen,
mit der Figurenachse zusammenfallenden Lage relativ zu einem mit dem Kreisel-
kérper festverbundenen Koordinatensystem auf einer archimedischen Spirale zu
entfernen sucht. Diese Bewegungsform kommt dadurch zustande, dafl einer-
geits - der Betrag des Moments |D,| linear in ¢ zunimmt, andererseits infolge
der Rotation die Richtung des Moments periodisch mit der Frequenz o
wechselt, Aus (16) folgt unmittelbar, daB die Winkelinderung dy der
Richtung & (bzw. der Rotationsachse) pro Zeitelement d¢ durch dy = _b%&
gegeben wird. Denkt man sich die sukzessiven Lageinderungen der Impuls-
achse durch unstetige, in zeitlichen Abstinden d¢ erfolgende Impulsstile
hervorgebracht, so sieht man, daB dy das Liniendement der Spiral-
bewegung von J auf der Einheitskugel darstellt. Der Umfang der Spirale

(zur Zeit ) ist also
: D 2n
Mu.n O = '7|«NL! . I!e|, 4
da 2n/w die Umlaufzeit der Rotation ist. Hieraus ergibt sich der Radius ¢

in Ubereinstimmung mit (20).
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Strahlungsdimpfung die Amplitude zu verkleinern suchte, so dab
sich schlieBlich eine stationire Amplitude einstellt.
Aus (20) folgtezunichst
s _ 1D, d(?
At T me Tdi
Die durch das Dampfungsglied vervollstindigte zeitliche Ableitung
von J% ist daher

_25. 3 _ 9519
=200 =257

m ¢?

ey B _ g5l _ 5
Die Stationirititshedingung m%& =0
ergibt dann
oy 219
22) §=0=

Eine eingehendere Uberlegung zeigt
nun, daB (20) und (22) auch dann noch
zu Recht bestehen, wenn man den all-

Abb. 3. Pseudoreguliire gemeinen Fall betrachtet, daf zur Zeit
Prizession der Figuren- t=0 D, und D, von Null verschieden
(bzw.magnetischen) Achse sind, sofern man jetzt unter ¢ baw. ¢
des Kyeisclelektzons, die Abweichung der Figurenachse von der
Eingezeichneter Kegel: ' :
WulaRonskegel durch ¢,, GL (19), bestimmten ,Normal-

(Offnungswinkel 8) lage® bei der reguliren Prizession ver-

steht?). Die Prizession der Figurenachse
ist in diesem allgemeinen Falle pseudoregulir und der Offnungs-
winkel des Nutationskegel wird in jedem Awugenblick durch & be-
stimmt. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB ein stationirer Wert ¢
von J gar nicht erreicht werden kann, da die stationire Einstellung
von § durch die gleichzeitige Anderung von d, dauernd gestirt wird.

Da jedoch, wie der Vergleich von (19), (20) und (22) unmittelbar zeigt,

die Anderung von ¢, wihrend der Einstellzeit z = W von & in ¢
gerade die GroBenordnung von & besitzt, so wird man zugeben, daB (22)

jedenfalls mit dem Mittelwert der Amplitude J groBenordnungsmiBig
tibereinstimmen wird. Die Kenntnis des Mittelwertes von & ist aber
fiir unsere korrespondenzmiBige Uberlegung ausreichend. Es wird
also in jedem Augenblick der Mittelwert § von ¢ niherungsweise durch

~ 19l
(23) %Ilq;iw

1) Diese Unterscheidung ist notwendig, da sich herausstellt, da8 im all-
gemeinen §, > § ist; vgl. Anm. 1) der folgenden Seite.
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dargestellt werden konnen, sofern sich nur D wahrend der Einstell-

zeit 1/y nicht wesentlich &ndert, welche Bedingung nach der Schluf-

bemerkung von § 2 fiir hinreichend langsame Positronen erfiilltist (5<Z 1).
Nun ist nach (13)

(24) D = (M + [P~ [M D),

da, wie eine Abschitzung zeigt, das zweite Glied gegen das erste
zu vernachlissigen ist in(demselben Mafe als «*Z < 11st). Anderer-

seits ist

(25) == 06 =——[v, 0 grad) ],
da nach der Bewegungsgleichung fiir das Positron b~ @ ist. Ein-
setzen von (25) in (24) ergibt?)
2 1
(26) D =——[Mv, (v grad) €]].

Fiar die Berechnung der pro Zeitelement di ausgestrahlten
Energie kniipfen wir an (10), § 2, an, wobei wir jetzt 0 durch 0 zu
ersetzen haben. Die mittlere Anzahl dn der pro di¢ emittierten
Quanten der Energie Zw = 2m¢? ist demnach
@7) G ot , BEMEOR o

¥
i c?

1) Es ist iibrigens von Interesse, nach (19), (23) und (26) die GrdBen-
ordoung von J, und & fiir den Durchgang eines Positrons durch das Atomfeld
eines Z-fach geladenen Kernes abzuschiitzen. Eine einfache Rechnung ergibt

@y \?
(28) by >a*fZ- TL ;
ag \®
) 5~ wgrze (1],
wenn » der Abstand des Positrons vom Kern, § = 2 seine Anfangsgeschwin-

¢
digkeit und a,, der Radius des H-Atoms ist. Da wir §< 1 vorausgesetat
haben, so ist demnach auch
§ g
(30) T 8 =
im allgemeinen <1, die Figurenachse beschreibt alsc eine sehr gesireckie
Zykloide (Sinuslinie). Die Kleinheit von (28) und (29) sowie des Verhilt-
nisses J/J, liefert nachtriglich die Berechtigung des angewandten Verfahrens.
Ebenso iiberlegt man sich leicht, dali die Spinachse des Positrons infolge
der Priizession wihrend des Durchgangs durch ein Atom im wesentlichen un-
abhiingig von § und Z nur eine sehr kleine Winkeldrehung von der GriBen-
ordnung «?-2x ausfithrt.
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Der Waedervereinigungsquerschnitt ¢ des Positrons mit einem Elektron
des Atoms ergibt sich hieraus, indem man (27) einmal iiber alle Ele-
mente ds einer Bahn des Positrons, sodann iiber alle Bahnen, d. h.
die ganze Schaufliche f des Atoms integriert:

w32 ds =
28) quﬂ%&%ﬂi.

Einsetzen von (28) und (26) i (28) ergibt nunmehr

(28) S . ,\. @.\..\.% _Huﬁ [0, (vgrad) @H_u.

T Fictytmc?)?

wobei noch Mittelung iiber alle Anfangsrichtungen von M vor-
zunehmen ist.

Im Rahmen unserer Korrespondenzbetrachtung kénnen wir uns
mit einer groben Abschitzung des Integrals (28') begniigen. Hierbei
wollen wir das Atom als eine Fermische statistische Ladungs-
verteilung schematisieren, der gemiB sich Elektronendichte und
Potential fir alle Atome als universelle Funktion der Variabeln

1 #?
(29) o= o2, ap=

(r Abstand vom Atomkern) darstellen liBt. Als ,Radius des Atoms
wird man dabei die Linge

w| =

L 2 —_
ﬁww..u ap = QWNI M." R VA

m e?

ansehen konnen. Die nach (28') auszufithrende Integration .\\_ af...

wollen wir dann durch Multiplikation des Integranden mit f = wa}
und entsprechend die Integration mw +++ durch Multiplikation mit

der ,Verweilzeit* des Positrons im Innern des Atoms 2a,/v er-

setzen .- SchlieBlich soll der Integrand [...]? selbst niherungsweise
durch A

M2 A 86, vw o~ s 8T
dr Jr=ap awm

ersetzt werden. Hiernach.erhilt man statt (28"

3 E.A mw v 3
30 L 3
(E0) i Rytmic® \¢ Z°.

1) Eine derartige Ersetzung kann nur dann zu einem gréBenordnungs-
miBig richtigen Ergebnis fiihren, wenn die Energie des Positrons so groB ist,
daB sich das Positron bei etwa zentralem StoB dem Atomkern auf einen
Abstand nihert, der wesentlich kleiner als aj ist. Vgl. weiter unten im Text,

G o b4l v Tt
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Um den Vergleich mit Fermi und Uhlenbeck zu oHBam.:ova
wollen wir die Geschwindigkeit v durch die Energie des Positrons W’

in Rydberg-Einheiten Rh = ¢ ausdriicken. Man erhalt

2ay
v 1./2W W’ o o . AR
8 - p=t =LY I o w = T

AS\ mwmwmmmﬂ.wmﬁm amwl Hawuqmrgsnm ﬁww&.
Einsetzen von w, M und y aus (4), (7) und (11) bzw. (11) sowie
von (31) in (30) liefert nunmehr nach gehoriger Reduktion, wobel
man, wie schon gelegentlich, von der Hierarchie der Grifen-
ordnungen der fundamentalen Lingen ag, g, = 2a, r, [vgl. (29), (2),
(2) und (1)]:

(32) iyt =1:1e:c®
Gebrauch zu machen hat, das Ergebnis;
(33) QPQ.RwNmQWAw&g:u

wobei C ein Zahlenfaktor von der GréBenordnung 1 ist.

Wir vergleichen schlieBlich unser Ergebnis mit den Formeln
von Fermi und Uhlenbeck, sowie Nishina, Tomonaga und
Tamaki’). Nach den Rechnungen dieser Autoren auf Grund der
Diracschen Theorie, bei welcher der Zerstrahlung von Paaren in

" bekannter Weise Ubergiinge zwischen Zustinden positiver und

negativer Energie zugeordnet werden, 14Bt sich der Querschnitt oy
fiir die Wiedervereinigung eines Positrons mit einem Elektron der
Atomschale § durch einen Ausdruck der Form

W
Nm

(34) o5 = Cs-aZa% Fy m
darstellen, wobei fir die K- und L-Schale gilt?:

L R e

(Bda) Cp="C., Fel@)m—

w T
n_\le
j 2 1 3 2 oy 1
s 0mE me i (L el
eVa 1
g\
o)

1) A.a. 0. [Aom. 3) 8. 570).
2) Vgl. die genaueren Rechnungen von Y, Nishina, 5. Tomonaga u.
H. Tamaki, a. a. O,
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Der Giltigkeitsbereich der Formeln (34), (344a) und (34Db) ist durch
die Bedingungen ‘

(35) <1, eZ <1

begrenzt, wobei die zweite der Bedingungen (35) zum -Aus-
druck bringt, daB auch die mittlere Geschwindigkeit der an das
Atom gebundenen Elektronen klein gegen die Lichtgeschwindigkeit
sein soll.

Wie man sieht, stimmen, die Ausdriicke (33) und (34) der Form
nach genau iiberein, insbesondere tritt die fir die GroBenordnung
von ¢ mafgebende Potenz von ¢ beidemal in demselben, nimlich
9. Grade auf. Nur der Verlauf der Funktionen Fg(z) und der (38)
entsprechenden summarischen Funktion z%:, welche die Abhingigkeit
von ¢ von der Energie W’ des Positrons enthalten, scheinen auf
den ersten Blick stark auseinanderzuweichen. Bedenkt man jedoch,
daB wir uns bei der Abschitzung des Integrals (28") mit einer sehr
rohen Anniaherung begniigt haben, so wird man nicht mehr er-
warten diirfen, als daB (33) und (34) in dem GHiltigkeitshereich
dieser Ausdriicke der GréBenordnung nach iibereinstimmen. Dieser
Bereich ist nach oben durch die Einschrinkung 8«1, nach unten
dadurch begrenzt, daB die obige rohe Abschitzung nur insoweit die
richtige Gréfenordnung geben kann, als die Energie W' hinreicht,
damit das Positron geniigend tief in den durch den Radius ap ge-
kennzeichneten inneren Bereich des Atoms eindringen kann, Eine

W
Nw

nihere Uberlegung zeigt, daB hiermit & =

Jo

w

(39) Z" ¥ La Ll
unterworfen wird, Der normalerweise fiir # in Frage kommende
Bereich wird also etwa zwischen z = 1 und z = 100 liegen. Wie
man leicht nachrechnet, wird in diesem Gebiet hinreichend gute
Ubereinstimmung zwischen (33) und (34) erzielt, wenn C in (33)
etwa den Wert !/.—!/, besitzt. Kin solcher Wert ist aber mit
unseren Abschitzungen jedenfalls wohl vereinbar und ist iibrigens
fir die GroBenordnung von o belanglos (¢®* von der GrioBen-
ordnung 10718},

Wir kommen somit zu dem Ergebnis, daB unsere korrespondenz-
mibige Betrachtung die GroBenordnung der Wahrscheinlichkeit
der Wiedervereinigung von Elektron—Positron-Paaren in  Uber-

einstimmung mit den Rechnungen auf Grund der Diracschen

Theorie richtig wiedergibt, —

den Einschrankungen
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Die vorliegende Untersuchung hat engere Beriihrungspunkte
mit zwel inhaltlich und zeitlich weit auseinander liegenden speziellen
Arbeitsgebieten von Sommerfeld: einmal mit der Theorie des
Kreisels, sodann mit demjenigen Fragenkomplex, welcher durch die
Existenz der die universellen Naturkonstanten e, %, ¢ zu einer
reinen Zahl verkniipfenden ,Feinstrukturkonstanten beherrscht wird
Es ist dem Verf. daher eine besondere Freude, diese Uberlegungen
in einem Arnold Sommerfeld gewidmeten Hefte der ,Annalen
verdffentlichen zu diirfen,

Herrn Dr. A. Papapetrou miochte ich fiir viele wertvolle
Diskussionen herzlich danken.

Stuttgart, Hoferstr. 5, im September 1938.

(Eingegangen 30. September 1938)
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